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НА лан CLASE 24: ESFERA Y PAPPUS 


SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN 
SUPERFICIE ESFÉRICA Y SUS PARTES 
SÓOLIDOS DE REVOLUCIÓN 
ESFERA Y SUS PARTES 
TEOREMA DE PAPPUS-GULDING 


CENTROS DE GRAVEDAD 


PA ди SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN 


SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN 


Definición.- Se denomina superficie de revolución a la superficie que se genera por la rotación de una 
línea plana (recta o curva) alrededor de una recta coplanar denominado eje de giro. 
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SUPERFICIE DE REVOLUCION 


SUPERFICIE GENERADA POR UN SEGMENTO 


Teorema.- El área de la superficie generada por un segmento que gira una vuelta alrededor de un eje 
coplanar y no secante al segmento; es igual al producto de las longitudes de la circunferencia con centro 
en el eje, tangente en el punto medio del segmento y la proyección ortogonal del segmento sobre el eje. 


PA бини SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN 


SUPERFICIE GENERADA POR UNA POLIGONAL REGULAR 


Teorema de Arquímedes.- El área de la superficie generada por la rotación de una poligonal regular al 
girar 360* alrededor de un eje coplanar que contiene al centro y no secante a la poligonal regular, es igual 
al producto de la longitudes de la circunferencia de radio congruente a la apotema de la poligonal regular 
y la proyección ortogonal de la poligonal sobre el eje. 


SUPERFICIE ESFÉRICA 


Definicién.- Se denomina superficie 
esférica a la superficie generada por la 
rotación de una semicircunferencia, al 
girar una vuelta alrededor de un eje que 
contiene al diámetro. 

L 


A 


Definición.- Un plano es secante a una superficie esférica 
si la intersección es una circunferencia. 


Definición.- Un plano es tangente a una superficie esférica 
si la intersección es un punto. 


Definición.- Se denomina circunferencia máxima, a la 
circunferencia determinada por un plano secante a una 
superficie esférica que contiene al centro. 


Plano 
secante 


Circunferencia 
máxima 


Plano 
tangente 
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ZONA ESFERICA 


Definición.- Se denomina zona esférica a la parte 
de una superficie esférica comprendida entre dos 
circunferencias determinadas por dos planos 
paralelos entre si, secantes a la superficie 
esférica. 


ZONA ESFÉRICA 


CASQUETE ESFÉRICO 


Definición.- Se denomina casquete esférico a la 
parte de una superficie esférica determinado por 
un plano secante. 


- HUSO ESFÉRICO 


HUSO ESFÉRICO 


Definición.- Se denomina huso esférico a la parte de una superficie esférica, comprendida entre dos 
semicircunferencias máximas que tienen en comün el diámetro. 


TN NN EJEMPLOS 


ACADEMIA 


EJEMPLO: 


Calcular el área de la superficie esférica correspondiente 
a una esfera, si el área del círculo máximo de la esfera es 


2. 
A) 4n B) 8n C) 16n 
D)8 E) 12 


Rpta. D 


EJEMPLO: 


La figura muestra la mitad de una esfera, calcular su 
área total. 


A) TR? В) 2nR? C) 3TR2 
D) 4тВ? E) 6nR? 


Rpta. C 


Е EJEMPLOS 


ACADEMIA 


EJEMPLO: EJEMPLO: 

Calcular el área de la superficie generada por el arco AB Sea P un punto de la semicircunferencia de diámetro 

al girar en torno al eje que contiene a su diámetro. AB, de modo que mÁP — 53. Si AB-10, calcular el área 
+_360° de la superficie generada por el arco AP al girar 360° 


alrededor del diámetro AB. 
A) 10п В) 201 C) 30r 
D) 401 E) 50r 


A) 50п B) 601 C) 70т 


Rpta. C Rpta. B 


PA m SÓLIDOS DE REVOLUCIÓN 


SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 


Definición.- Se denomina sólido de revolución al sólido generado al girar una vuelta una región plana 
alrededor de un eje coplanar y no secante a la región plana. 


360* 


Sólido de 
revolución 


Región 
plana 


Eje de 
giro 
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SOLIDOS DE REVOLUCION 


SOLIDO GENERADO POR UNA REGION TRIANGULAR 


Teorema.- El volumen del sólido generado por una región triangular al girar una vuelta alrededor de un eje 
coplanar que contiene sólo a un vértice; es igual, a un tercio del producto del área de la superficie 
generada por el lado opuesto a dicho vértice y la longitud de la altura correspondiente a este lado. 


1 
Vsa. = (5ас)-4р 
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SOLIDOS DE REVOLUCION 


SOLIDO GENERADO POR UN SECTOR POLIGONAL REGULAR 


Teorema de Arquimedes.- El volumen del sólido generado por un sector poligonal regular al girar una 
vuelta alrededor de un eje coplanar no secante a la poligonal regular y que contiene al centro, es igual a 
los dos tercios del producto del área del círculo cuyo radio es congruente a la apotema de la poligonal 
regular y la longitud de la proyección ortogonal de la poligonal sobre el eje. 


1 
Үс̧с. = 3 (Sasco). ар 


2 


и ESFERA 


ACADEMIA 


ESFERA 


Definición.- Se denomina esfera al sólido generado por la rotación de un semicírculo al girar una vuelta 
alrededor de un eje que contiene al diámetro. 


360* 
A 
B 
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A ый SECTOR ESFÉRICO 


SECTOR ESFÉRICO 


Definición.- Se denomina sector esférico al sólido generado por la rotación de un sector circular al girar 


una vuelta alrededor de una eje coplanar no secante al arco correspondiente (excepto en los extremos) y 
que contiene al centro. 


CUNA ESFÉRICA 


CURIA ESFÉRICA 


Definición.- Se denomina сийа esférica a la parte de una esfera comprendida entre dos semicírculos 
máximos que tienen en comün el diámetro. 


қығы EJEMPLO 


ACADEMIA 


EJEMPLO: 


Calcular el volumen de una сића esférica, sabiendo que 
los semicírculos que la limitan determinan un ángulo 
que mide 18 y el área total de la сийа es 6л/5. 

А) 91/20 B) 97/4 C) 51/6 

D) 71/3 E) n/15 


Rpta. E 


и ЕЈЕМРІО 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: Por dato: 


6n 
ST(Cuna) = 


6n 
SHuso + TR? = 5 


me Y + tR? = em 
360 5 
6nR? бп 
5 5 
>R=1 
Finalmente, se pide: 
4 4 a 18 
Усша = ЗК «365 = 310) 360 


"T m ANILLO ESFÉRICO 
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ANILLO ESFÉRICO 


Definición.- Se denomina anillo esférico al sólido generado al girar una vuelta un segmento circular 
alrededor de un eje coplanar no secante al arco correspondiente y que contiene al centro. 


PA m SEGMENTO ESFÉRICO DE DOS BASES 


ACADEM 


SEGMENTO ESFÉRICO DE DOS BASES 


Definición.- Se denomina segmento esférico de dos bases a la parte de una esfera comprendido entre dos 
círculos determinados por dos planos paralelos entre si, secantes a la esfera. 
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SEGMENTO ESFERICO DE UNA BASE 


SEGMENTO ESFERICO DE UNA BASE 


Definición.- Se denomina segmento esférico de una base a la parte de una esfera determinada por un 
plano secante. 


- -- 


1 ` 

1 П 
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1 ! 
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EJEMPLO: 


Un sector circular de radio 6 y ángulo central 30°, gira 
360° alrededor de su diámetro perpendicular a uno de 
sus radios. Calcular el volumen del sélido que se genera. 
A) 72n B) 48n C) 36n 

D) 144n E) 90n 


Rpta. A 


EJEMPLO: 


En una esfera de 96 u3 de volumen, un plano secante a 
la esfera es trazada a una distancia del centro igual a la 
mitad de la longitud del radio. Entonces el volumen (en 
иЗ) del menor sólido determinado es: 

А) 12 B) 15 C)28 

D) 16 E)9 


+ ӛт EL A6 — R72 


Rpta. B 
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TEOREMA DE ARQUÍMEDES 


Esfera y cono inscritos en un cilindro de 
revolución. La razón entre sus volümenes es la 
siguiente: 


TEOREMA 


La razón entre los volümenes de un cono y el de la 
esfera inscrita, es igual a la razón entre las áreas 


de sus superficies. 


НА ини TEOREMAS DE PAPPUS 


ÁREA DE LA SUPERFICIE GENERADA POR UNA LÍNEA PLANA 


Teorema.- El área de la superficie generada por una línea plana al girar un vuelta alrededor de una recta 
coplanar y no secante a dicha línea, es igual al producto de la longitudes de la circunferencia descrita por el 
centro de gravedad y la línea. 


"Mm TEOREMAS DE PAPPUS 
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VOLUMEN DEL SÓLIDO GENERADO POR UNA REGIÓN PLANA 


Teorema.- El volumen del sólido generado por una región plana al girar una vuelta alrededor de una recta 
coplanar que no contiene puntos interiores de dicha región, es igual al producto de la longitud de la 
circunferencia descrita por el centro de gravedad y el área de la región. 


L 
360* 
| pat 


CENTROS DE GRAVEDAD DE ALGUNAS FIGURAS 


Segmento 


Región triangular 


Paralelogramo o región 
paralelográmica 
B C 


Circunferencia o círculo 


„о С.6.-0 


” 


МОТА5: 


01. El centro de gravedad de un 
triángulo está ubicado en el 
incentro de su triángulo 
mediano. 


02. Si una figura tiene eje de 
simetría, entonces su centro de 
gravedad estará ubicado 
precisamente en dicho eje. Por 
ejemplo en el trapecio isósceles 
el centro de gravedad será algün 
punto que pertenece а la 
mediatriz de sus bases. 


03. El centro de gravedad de una 
figura que tiene centro de 
simetría será precisamente dicho 
centro de simetría. Éste es el 
caso de los polígonos regulares. 


"M m CENTROS DE GRAVEDAD 
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CENTRO DE GRAVEDAD DE UN APLICACIONES 


ARCO DE CIRCUNFERENCIA Centro de gravedad de un Centro de gravedad de una 


cuadrante. semicircunferencia. 


Donde R representa la medida 
del radio del arco y Ө está en 


radianes. ES 


"M m CENTROS DE GRAVEDAD 


ACADEMIA 


CENTRO DE GRAVEDAD DE UN APLICACIONES 


SECTOR CIRCULAR Centro de gravedad de un 


sector cuadrantal. 


ГҮ 
0 
le] R 


Donde R representa la medida 
del radio del sector y 0 está en 
radianes. 


Centro de gravedad de un 
semicírculo. 


Pbi PROPIEDADES 


ACADEMIA 


Las siguientes propiedades serán de mucha 02. Si G es baricentro del triángulo ABC, entonces: 
utilidad en la resolución de problemas. 


O1. Si G es baricentro del triángulo ABC, se B 


cumple: 


» 
[e] 


NA EJEMPLOS 


EJEMPLO: EJEMPLO: 
Calcular el área de la superficie generada por el Calcular el volumen generado por el cuadrado ABCD al 
rectángulo ABCD al girar una vuelta alrededor de EG, si rotar 360* alrededor del eje coplanar xy (considerar 
3(AB)=2(AD)=3(DE)=6. n=22/7) 
B C G 
1. 443 
НИ” 
А) 625 C) 600 
р) 550 
Мајен. Tias = 550) 
25 е 
хе 
599 


Rpta. A Rpta. D 
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PROBLEMAS DE CLASE 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 


01. Una esfera es tangente a las bases y a la superficie 
lateral de un cilindro de revolucion de volumen 54n. En 
dicha esfera se desea calcular el área del huso esférico 
correspondiente a una сийа esférica de volumen л. 


А) z B) Z C)2n 
р) t E) 31 
RESOLUCIÓN: 


Rpta. D 


"M m RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: Se pide: Syg =? 
Dato: = Vcilindro = 54m y Vcg, = п 
Calculamos R a partir del dato: 
Vcilindro = TR?. (2R) = 54m 
>R=3 


Calculamos el volumen de la cuña: 
a 


у, == R$ = 
CE = 37 *360 | 


а = 10 


Рог ültimo: 


не. = 4nR?. Seg 41.3. “360 


SHE. = п Rpta: D 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 


02. Se interseca una superficie esférica, de radio В=1 m, 
por 2 planos paralelos entre si y equidistantes del 
centro. Si el área de la zona esférica es la suma de las 
áreas de las regiones de las dos secciones 
determinadas, entonces la distancia (en m) entre los 


planos es: 
А)У2-1 в)2(У2-1) с)3(У2-1) 
0)3— V2 E) 3 - 2/2 


RESOLUCIÓN: 


Rpta. B 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 


RESOLUCION: Sección (1) Se pide: Distancia entre los planos — x 


Dato: S;g = Ssección(1) F Ssección(2) 
Por Pitágoras: 
d? + r? = 12 


> r?=1-d? 


x=2d En el dato: 
2n(1)2d = nr? + nr? 
2d=1-d? 
-э42-24-1 
-41-24-1-1-1 
Sección (2) > (d+ 1)2= 2 
>d+1=+V2 
-4-42-1 


Ах-24-2(42-1) 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 


03. Se tiene una cufia esférica inscrita en un prisma 
triangular regular, tal que una arista lateral de éste 
coincida con la arista de la cufia y que el huso de ésta 
sea tangente a la cara opuesta de dicha arista, si el 
volumen del prisma es V, entonces el volumen de la 


cufia es: 

A) mE 8) ex с) E 
пүүз пүүз 

0) === E 

RESOLUCIÓN: 


Rpta. E 
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RESOLUCION: 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 


En una vista desde arriba: 


Se pide: Vcg =? 
Dato: Vrrisma = V 


Por dato: 
2 
2R\ уз 
Vprisma - (2) х E к= 
ууз 
3=— 
>R 2 
Luego: 
« 


2 3 
Vcg = т Ха 


"WES. уузу 60 
GE gn 360 


2 


Mem =g Rpta: E 


= 


PITASORAS RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


ACADEMIA 


04. Halle el volumen del sólido generado al girar una 
región triangular isósceles ABC (AB=BC=5 u y AC=6 u) 
alrededor de una recta L que pasa por el vértice A y es 
paralela a la altura BH. 


А) 24 n В) 48 п С) 64 л 
0) 72 n Е) 96 к 
RESOLUCIÓN: 


Rpta. D 


"Mm RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: Se pide: ус =? 


Por Pappus: 


6.4 
Ұс. = Z x 21.3 


^. Vs. = 721 Rpta: D 


PA m RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


05. Una región limitada por un hexágono regular de 

lado L gira alrededor de uno de sus lados. Halle el 

volumen del sólido engendrado. 
5nL? 9nL? 


AT B) C) 4112 
D) 611? E) 811? 
RESOLUCIÓN: 


Rpta. B 
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RESOLUCION: 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 


Se pide: Vs.G:(Hexágono) =? 


Por el teorema de Pappus: 


Vs.G:(Hexágono) = (2nd) (Знехавопо) 


ES 


donde: d 2 


1/3 (_ 1243 
> Vs.G:(Hexágono) = 20 3 (6. 4 ) 


ITL? 
E Vs.G:(Hexágono) = = D 


Rpta. E 


"M RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


ACADEMIA 


06. La región triangular ABC gira alrededor de la recta L 
que pasa por los puntos medios M y N, de AB y BC 
respectivamente. Si el volumen que genera la región 
MBN es 20, calcular el volumen generado por la región 


AMNC. 

A) 20 B) 40 C) 60 
D) 80 E) 100 

RESOLUCIÓN: 


Rpta. E 


"M m RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: Se pide: Үс (дмысу =? 


Dato: Ус.с.(мвм) = 20 


Por Pappus: 
Vs.c.(MBn) = Qnh)(S) = 20 
> пћ5 = 10 


Ahora calculamos lo que se pide: 
Vs.G.(amnc) = (2tth)(S) +(2т. 2h)(2S) 


Vs.c(amnc) = 10115 
10 


г.Маадамнсу = 100 Rpta. E 


ағын PROBLEMAS 


ACADEMIA 


07. Determine a qué altura de la Tierra debe ubicarse un 
satélite para que la región visible sea 1/3 de la 
superficie terrestre; considere que el radio de la Tierra 


es R. 

дік B)R QR 
D) 2R E) 3R (UNI 2019-2) 
RESOLUCIÓN: 


Rpta. D 


ти PROBLEMAS 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: Se pide: ` d(P, Tierra) = x 
P (Posición del satélite) 1 


Dato: SRegión visible — 3 STierra 
Observamos que la región visible representa a un 
casquete esférico, luego por dato: 
1 
2тЁһ = 3 (4nR?) 


2R 
эвэлр 
Finalmente, por relaciones métricas en el triángulo 
rectángulo PTO: 
R? = (R + x)(OH) 
R=h= 


эв -(840(2) 


“x= 2R Rpta. D 


PROBLEMAS 


08. Si OB=4, calcular la distancia del centro de gravedad 
de la región sombreada hacia OB. 
A 


A)3 B) УЗ бп 
9 8 

0) = E) = 

RESOLUCIÓN: 


Rpta. E 
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RESOLUCION: 


PROBLEMAS 


Se pide: d(C. G., OB) = 
Dato: 08-4 


Al hacer girar la parte sombreada en torno a OB se 
observa que el volumen generado será igual a la 
diferencia entre los volúmenes generados por el 
cuadrante (genera una semiesfera) y el semicírculo 
(genera una esfera). Es decir: 


Vs. = Vsemiesfera — VEsfera 


1 1 H B 
! 1/4 4 128 32 
{ i р 4 | Мс--(-.т.43 A 0. 298 
е 1 О 1 ^ 2 3 3 3 3 
ех H : П 6 — 
i b \ ; Р, TN T. 4? (m 22 
лын. 4 2 
DAE. 4 
1 7 
( ! y > 2nx(2n) = 32n 
[ d 
LE e = 
Яг” eR Rpta. E 


_ 7 PROBLEMAS 


ACADEMIA 


09. En un semicírculo cuyo radio mide R cm, se inscribe 
un triángulo rectángulo ABC (AC es diámetro) tal que al 
girar alrededor de la hipotenusa genera un sólido, cuyo 
volumen es la mitad del volumen de la esfera generada 
por dicho semicírculo. Entonces el área de la superficie 
esférica es al área de la región triangular ABC como: 


A) = В) 3r C) 4n 
3 

D) = E) 81. (UNI 2013-2) 

RESOLUCIÓN: 


Rpta. C 
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RESOLUCION: 


PROBLEMAS 


S é ЭР 
Se pide: х= Superficie esférica 
SABC 
Dato: Vs(ABC) = 3 Vesfera 


2R 
th2. (2R) = 2nR® 
>h=R 
Finalmente, calculamos lo pedido: 
42 SSuperficie esférica _ 4nR? Ат 
Sanc loma ^ 


x= 4п Rpta. C 


_ А PROBLEMAS 


ACADEMIA 


10. Dada una región triangular ABC, calcular la razón 
entre los volümenes de los sólidos generados por la 


rotación de dicha región alrededor de ACy alrededor de 


BP | AC. 

1 1 > 
А) 3 в) 4 93 
р) = Е) = 
RESOLUCIÓN: 


Rpta. E 


ти PROBLEMAS 


ACADEMIA 


Ж Vs.G.(ABC) alrededor de AC Y 


V, 


RESOLUCIÓN: Se pide: x 
S.G.(ABC) alrededor de BP V2 


Por el teorema de Pappus: 
V, = 21. h(S) 
У, = 21.2h(S) 

Finalmente, se pide: 


V  2m.h(S) 


У, 2т.28(5) 


seo 
8 =5 


Rpta. E 


„вд ди PROBLEMAS RESUELTOS 


CLAVES DE LA TAREA 


PROBLEMA RESPUESTA PROBLEMA RESPUESTA 


01 A 06 A 
02 E 07 B 
03 A 08 E 
04 E 09 D 
05 (c 10 B 


MUCHAS GRACIAS 


